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PRELIM I N A R  I E S  

T h i s  i s  t h e  s i x t h  s e m i a n n u a l  s t a t u s  r e p o r t  o f  t h e  

N A S A  R e s e a r c h  G r a n t  Number NsG-568,  c o v e r i n g  t h e  p e r i o d  

f r o m  J u n e  16, 1966,  t o  J a n u a r y  15, 1 9 6 7 ,  o f  t h e  r e s e a r c h  

p r o j e c t  e n t i t l e d  " S t o c h a s t i c  M o d e l s  f o r  M u l t i - v a l u e d ,  

Mu I t  i - d i m e n s  i o n a  I Re1 a t i o n s " .  S e m i a n n u a  1 s t a t u s  r e p o r t s  

c o v e r i n g  t h e  p e r i o d  up t o  J u n e  16, 1966,  h a v e  b e e n  s u b -  

m i t t e d  e a r l i e r .  

I t  i s  h o p e d  t h a t  t h e  p r o j e c t  w o r k  w i l l  b e  c o n c l u d e d  
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I .  PRODUCT 

The  p r i n c i p a l  a c c o m p l i s h m e n t s  made u n d e r  N A S A  

R e s e a r c h  G r a n t  Number  NsG-568 o v e r  t h e  t o t a l  d u r a t i o n  

o f  t h e  g r a n t  t o  d a t e  a r e  s u m m a r i z e d  i n  t h e  f i v e  c a t e g o r i e s  

b e l o w ,  e a c h  o f  w h i c h  h a s  b e e n  o r g a n i z e d  c h r o n o l o g i c a l l y  

when f e a s i b l e .  S t a r r e d  ( * I  i t e m s  h a v e  n o t  b e e n  p r e s e n t e d  

i n  p r e v i o u s  s e m i a n n u a l  s t a t u s  r e p o r t s .  S A S R  i s  u s e d  a s  

a n  a b b r e v i a t i o n  f o r  S e m i a n n u a l  S t a t u s  R e p o r t .  

I .  R e s e a r c h  P a p e r s :  

( i )  B h a r g a v a ,  T. N., " T i m e  C h a n g e s  i n  a D i g r a p h " ;  
J o u r n a l  o f  A p p l i e d  P r o b a b i  I i t y ,  J u n e ,  1 9 6 5 ,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 3, S A S R  No. 2 ) .  

( i i )  C h a t t e r j i ,  S .  D . ,  " M e a s u r e s  I n d u c e d  b y  C o n t i n u e d  
F r a c t i o n s " ;  M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  ( i n  
G e r m a n ) ,  1966, ( T e c h n i c a l  R e p o r t  No.  7, 
S A S R  No. 3). 

( i i i )  C h a t t e r j i ,  S .  D.,  "An I n e q u a l i t y  f o r  P o i s s o n  
D i s t r i b u t i o n s " ;  S u b m i t t e d  t o  A n n a l s  o f  
M a t h e m a t i c a l  S t a t i s t i c s ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  
No. 1 1 ,  S A S R  No.  3 ) .  

( i v l  B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  A h l b o r n ,  T .  J . ,  "On T o p o l o g i c a l  
S p a c e s  A s s o c i a t e d  w i t h  D i g r a p h s " ;  S u b m i t t e d  
t o  A c t a  M a t h e r n a t i c a ,  a l s o  N A S A  CR-56157,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. I ,  S A S R  No. 2 ) .  

(VI C h a t t e r j i ,  S .  D . ,  "On C o u n t i n g  T o p o l o g i e s " ;  Sub-  
m i t t e d  t o  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  M o n t h l y ,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 4 ,  S A S R  No. 2 ) .  

( v i )  B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  U p p u l u r i ,  V .  R .  Rao,  "On 
C e r t a i n  B i a s e s  i n  V o t i n g  P r o b l e m s " ;  T o  b e  
s u b m i t t e d  t o  A m e r i c a n  S t a t i s t i c i a n ,  ( T e c h n i c a l  
R e p o r t  No. 6, S A S R  No.  3 ) .  
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( v i i )  B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  Ohm, S .  E . ,  "An I d e a l  T o p o l o g y  
f o r  G e n e r a l  B i n a r y  S y s t e m s " ;  S u b m i t t e d  t o  
C z e c h o s l o v a k i a  J o u r n a l  o f  M a t h e m a t i c s ,  ( T e c h n i -  
c a l  R e p o r t  No. IO, S A S R  No. 3). 

( v i i i )  F i s k ,  D .  L . ,  " S a m p l e  Q u a d r a t i c  V a r i a t i o n  o f  S a m p l e  
C o n t i n u o u s ,  S e c o n d  O r d e r  M a r t i n g a l e s " ;  T o  b e  
p u b l i s h e d  i n  Z e i t s c h r i f t  fGr W a h r s c h e i n l i c h -  
k e i t s t h e o r i e  u n d  V e r w a n d t e  G a b i e t e ,  ( T e c h n i c a l  
R e p o r t  No. 12, S A S R  No. 5 ) .  

( i x )  * B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  O ' K o r n ,  L .  J . ,  "On G r a p h s  w i t h  
M i n i m u m  E l o n g a t i o n  D i a m e t e r " ;  S u b m i t t e d  t o  
I s r a e l  J o u r n a l  o f  M a t h e m a t i c s ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  
No. 1 5 ) .  

(XI B h a r g a v a ,  T .  N.  a n d  W i l s o n ,  M .  C . ,  " E n t r o p y  a n d  
Random G r a p h s " ;  T o  b e  s u b m i t t e d  t o  I n f o r m a t i o n  
a n d  C o n t r o l ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 16, S A S R  
No. 5 ) .  

( x i )  * B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  O ' K o r n ,  L .  J . ,  "On B r a t t o n ' s  
C o n j e c t u r e  a n d  a T h e o r e m  o f  L u c e " ;  S u b m i t t e d  
t o  P o r t u g a l i a e  M a t h e m a t i c a ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  
No.  1 7 ) .  

( x i i )  * D o y l e ,  P. H . ,  "On F i n i t e  T o - S p a c e s " ;  T o  b e  p u b l i s h e d  
i n  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  P r a g u e  S e c o n d  S y m p o s i u m  
o n  T o p o l o g y ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  N o .  1 8 ) .  

( x i i i i  * D o y l e ,  P. H., "On S h r i n k i n g  A r c s  i n  M e t r i c  S p a c e s " ;  
( P r e v i o u s l y  t i t l e d  " C o u n t e r i m a g e s  o f  A r c s " ) ,  
To b e  p u b l i s h e d  i n  I s r a e l  J o u r n a l  o f  M a t h e m a t i c s ,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 1 9 ) .  

( x i v )  * B h a r g a v a ,  T .  N . ,  "On Number  o f  S u b d i g r a p h s  o f  O r d e r  
2 a n d  3 w i t h  C o n n e c t e d n e s s  P r o p e r t i e s : ;  T o  b e  
s u b m i t t e d  t o  C a n a d i a n  M a t h e m a t i c s  J o u r n a l ,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 2 0 ) .  

( x v )  * C h a t t e r . j i ,  S .  D . ,  "Comments  o n  t h e  M a r t i n g a l e  Con-  
v e r g e n c e  T h e o r e m " ;  Su bm i t t e d  t o  Ze i t s c h r  i f t 
f i r  Wahrscheinlichkeitstheorie u n d  V e r w a n d t e  
G a b i e t e ,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 2 1 ) .  
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2.  T h e s e s  

( i )  A h l b o r n ,  T. J . ,  "On D i r e c t e d  G r a p h s  a n d  R e l a t e d  
T o p o l o g i c a l  S p a c e s " ,  A u g u s t ,  1964,  ( T e c h n i c a l  
R e p o r t  No. 2, S A S R  No. 2 ) .  

( i i )  Ohm, S .  E . ,  "Some T o p o l o g i c a l  P r o p e r t i e s  o f  
H a l f g r o u p o i d s " ,  A u g u s t ,  1965,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  
No. 8, S A S R  No. 3). 

( i i i )  W i l s o n ,  M .  C . ,  "On C e r t a i n  I n f o r m a t i o n - T h e o r e t i c  
C o n c e p t s  i n  t h e  T h e o r y  o f  G r a p h s " ,  A u g u s t ,  1965,  
( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 9 ,  S A S R  No.  3, N A S A  
C R - 4 7 8 ) .  

( i v )  O ' K o r n ,  L .  J . ,  " D i a m e t e r s  o f  G r a p h s  a n d  D i g r a p h s " ,  
A u g u s t ,  1966,  ( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 13, S A S R  
No. 5 ) .  

( V I  P i o t r o w s k i ,  R .  W . ,  "On A p p l i c a t i o n  o f  H a s s e  D i a -  
g r a m s  f o r  C o u n t i n g  T o p o l o g i e s  o n  F i n i t e  S p a c e s " ,  
A u g u s t ,  1966, ( T e c h n i c a l  R e p o r t  No. 14, S A S R  
No. 5 ) .  

( v i )  * E d e l m a n ,  J .  E . ,  "On C o v e r e d  S p a c e s " ,  i n  p r e p a r a t i o n ,  
( s e e  I 1 1 . 1 ) .  

( v i i )  * S m u c k e r ,  R .  A . ,  "On M a x i m i z i n g  a F u n c t i o n  o v e r  
P a r t i t i o n s " ,  i n  p r e p a r a t i o n ,  ( s e e  I I I . 3 ) .  

3.  P a p e r s  P r e s e n t e d  a t  P r o f e s s i o n a l  - M e e t i n g s :  

( i  1 B h a r g a v a ,  T .  N. ,  " D i g r a p h  T o p o l o g y " ,  A m e r i c a n  M a t h e -  
m a t i c a l  S o c i e t y  m e e t i n g s  i n  M i a m i ,  F l o r i d a ,  
J a n u a r y ,  1964,  ( S A S R  No. I ) .  

( i i )  B h a r g a v a ,  T .  N . ,  a n d  A h l b o r n ,  T .  J . ,  " D i r e c t e d  
G r a p h s  a n d  P o i n t - S e t  T o p o l o g y " ,  A m e r i c a n  M a t h e -  
m a t i c a l  S o c i e t y  m e e t i n g s  i n  New York ,  A p r i l ,  1964,  
( S A S R  No. 2 ) .  

( i i  i )  B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  C h a t t e r j i ,  S .  D . ,  "Random G r a p h s  
a n d  D i g r a p h s " ,  a t  J o i n t  E u r o p e a n  C o n f e r e n c e  o f  t h e  
I n s t i t u t e  o f  M a t h e m a t i c a l  S t a t i s t i c s  a t  B e r n e ,  
S w i t z e r l a n d ,  S e p t e m b e r , e d  - p a p e r ) ,  
( S A S R  No. 2). 
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( i v )  B h a r g a v a ,  T .  N .  a n d  Ohm, S .  E . ,  "Some R e s u l t s  o n  
A l g e b r a i c  S t r i c t u r e s  a n d  t h e  D i g r a p h  T o p o l o g y " ,  
( B y  t i t l e ) ,  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  S o c i e b  
m e e t i n g s  i n  N e w  Y o r k ,  A p r i l ,  1965,  ( S A S R  No. 5 ) .  

( v ) * C h a t t e r j i ,  S .  D . ,  "Comments o n  t h e  M a r t i n g a l e  Con-  
v e r g e n c e  T h e o r e m " ,  NATO C o n f e r e n c e  o n  P r o b a b i l i t y  
a n d  S t a t i s t i c s ,  L o u t r a k i ,  G r e e c e ,  M a y - J u n e ,  1 9 6 6 .  

( v i ) * D o y l e ,  P. H . ,  "On F i n i t e  T & - S p a c e s "  ( P r e s e n t e d  b y  
B h a r g a v a )  S e c o n d  S y m p o s i u m  o n  T o p o l o g y  a n d  i t s  
R e l a t i o n s  t o  M o d e r n  A n a l y s i s  a n d  A l g e b r a ,  P r a g u e ,  
C z e c h o s l o v a k i a ,  S e p t e m b e r ,  1 9 6 6 .  

4.  V i s i t i n g  M a t h e m a t i c i a n s  S u p p o r t e d  b y  N A S A :  

( i )  D o y l e ,  P. H.,  P r o f e s s o r  o f  M a t h e m a t i c s ,  M i c h i g a n  
S t a t e  U n i v e r s i t y .  V i s i t e d  J u l y ,  1966;  A u g u s t  1 -6 ,  
1 9 6 6 .  

( i i )  F i s k ,  D. L., A s s i s t a n t  P r o f e s s o r  o f  M a t h e m a t i c s ,  
N o r t h w e s t e r n  U n i v e r s i t y .  V i s i t e d  O c t o b e r  21 -23 ,  
1966;  D e c e m b e r  19-2 I ,  1 9 6 6 .  

( i i i )  G a n i ,  J . ,  C h a i r m a n ,  D e p a r t m e n t  o f  S t a t i s t i c s ,  U n i -  
v e r s i t y  o f  S h e f f i e l d ,  E n g l a n d .  V i s i t e d  J u l y  28 -30 ,  
1 9 6 6 .  

5 .  G r a d u a t e  S t u d e n t s  S u p p o r t e d  b y  N A S A :  

( i )  A h l b o r n ,  T .  J . ,  M . A . ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  ( A u g u s t ,  
1 9 6 4 ) ;  W o r k i n g  o n  Ph.D.  a s  a g r a d u a t e  a s s i s t a n t  
i n  D e p a r t m e n t  o f  M a t h e m a t i c s ,  U n i v e r s i t y  o f  
R o c h e s t e r .  

( i i )  C u r t i s ,  C .  C . ,  B . S . E d . ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ;  
T e a c h i n g  i n  t h e  p u b l i c  s c h o o l  s y s t e m ,  K e n t ,  O h i o .  

( i i i )  E d e l m a n ,  J .  E . ,  B.A. ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ;  
M . A .  i n  p r o g r e s s  a t  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y .  

( i v )  F l a g g ,  B .  O . ,  B . S . ,  LeMoyne C o l l e g e ;  A w a r d e d  N D E A  
f e i  i o w s h i p  f o r  p r e - d o c t o r a l  s t u d y  i n  D e p a r t m e n t  
o f  S t a t i s t i c s ,  U n i v e r s i t y  o f  M i n n e s o t a .  



. 
(VI  Ohm, S .  E . ,  B .S .Ed. ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ;  

M . S . ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  ( A u g u s t ,  1 9 6 5 ) ;  
A w a r d e d  N A S A  t r a i n e e s h i p  f o r  p r e - d o c t o r a l  s t i i d y  
i n  m a t h e m a t i c s ,  P u r d u e  U n i v e r s i t y ,  

( v i )  O ' K o r n ,  L. J . ,  B.S .Ed . ,  C l a r i o n  S t a t e  C o l l e g e ;  
M . A . ,  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  ( A u g u s t ,  1 9 6 6 ) ;  
A w a r d e d  a f e l  l o w s h i p  f r o m  t h e  D e p a r t m e n t  o f  
M a t h e m a t i c s ,  O h i o  S t a t e  U n i v e r s i t y  f o r  p r e -  
d o c t o r a  I s t u d y .  

( v i i )  P i o t r o w s k i ,  R .  W., B . S . ,  A l l i a n c e  C o l l e g e ;  M . A . ,  
K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  ( A u g u s t ,  1 9 6 6 ) ;  A w a r d e d  
a s s i s t a n t s h i p  f o r  p r e - d o c t o r a l  s t u d y  i n  r n a t h e -  
m a t i c s ,  V i r g i n i a  P o l y t e c h n i c  I n s t i t u t e .  

( v i i i )  R o h a t g i ,  V .  K . ,  B .Sc .  a n d  M . A . ,  D e l h i ,  I n d i a ;  
M . S c . ,  U n i v e r s i t y  o f  A l b e r t a ;  P r e s e n t l y  
e n r o l l e d  j o i n t l y  a t  M i c h i g a n  S t a t e  U n i v e r s i t y  
a n d  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S h e f f i e l d  a s  a d o c t o r a l  
s t u d e n t  a n d  s h o u l d  r e c e i v e  Ph.D.  i n  1967 .  

( i x )  S m u c k e r ,  R. A . ,  B . S . ,  G o s h e n  C o l l e g e ;  M . A .  i n  
p r o g r e s s  a t  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y .  

(XI W a t t e r s ,  H. H., B . S . ,  M o r e h o u s e  C o l  l e g e ;  C o u r s e  
w o r k  f o r  M . A .  d e g r e e  c o m p l e t e d  a t  K e n t  S t a t e  
U n i v e r s i t y ;  P r e s e n t l y  w o r k i n g  f o r  E a s t m a n  
Kodak ,  R o c h e s t e r ,  N .  Y .  a n d  w o r k i n g  o n  t h e s i s  
r e q u i r e m e n t  f o r  M . A .  

( x i )  W i l s o n ,  M .  C., B . S . ,  P r e s b y t e r i a n  C o l l e g e ;  M . A . ,  
K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  ( A u g u s t ,  1 9 6 5 ) ;  I n s t r u c t o r  
a t  K e n t  S t a t e  U n i v e r s i t y  a n d  w o r k i n g  p a r t t i m e  
f o r  d o c t o r a t e  a t  W e s t e r n  R e s e r v e  U n i v e r s i t y .  
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I I . CHRONOLOGICAL S U M M A R Y  

T h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t s  a summary  o f  w o r k  d o n e  d u r i n g  

t h i s  r e p o r t  p e r i o d ,  d i v i d e d  o n  t h e  b a s i s  o f  a c a d e m i c  q u a r t e r s .  

J u n e  16 t o  S e p t e m b e r  15, 1 9 6 6 :  R e s e a r c h  a s s i s t a n t s  O ' K o r n  

a n d  P i o t r o w s k i  w e r e  f u l l y  s u p p o r t e d  b y  N A S A  d u r i n g  t h i s  

p e r i o d  a n d  b o t h  c o m p l e t e d  t h e i r  t h e s i s  r e q u i r e m e n t  f o r  a 

m a s t e r s  d e g r e e .  T h e  p r i n c i p a l  i n v e s t i g a t o r ,  j o i n t l y  w i t h  

O ' K o r n ,  c o m p l e t e d  two  r e s e a r c h  p a p e r s  a s  o f  t h e i r  w o r k  i n  

g r a p h  t h e o r y  ( T e c h n i c a l  R e p o r t s  N o s .  15 a n d  1 7 ) .  D o c t o r a l  

s t u d e n t  R o h a t g i  ( o f  M i c h i g a n  S t a t e  U n i v e r s i t y  a n d  t h e  U n i v e r -  

s i t y  o f  S h e f f i e l d )  j o i n e d  t h e  p r o j e c t  f o r  J u l y  a n d  m o s t  o f  

A u g u s t  u n d e r  p a r t i a l  s u p p o r t  o f  N A S A .  H i s  w o r k  w i t h  t h e  

p r i n c i p a l  i n v e s t i g a t o r  i n  t h e  f i e l d  o f  c o m b i n a t o r i a l  m a t h e -  

m a t i c s  h a s  b e e n  m o s t  b e n e f i c i a l  t o  t h e  p r o j e c t .  R o h a t g i  i s  

e x p e c t e d  t o  comp l e t e  h i s  r e q u i r e m e n t s  f o r  a d o c t o r a t e  d e g r e e  

i n  J u n e ,  1967.  P r o f e s s o r  P .  H .  D o y l e  o f  M i c h i g a n  S t a t e  U n i -  

v e r s i t y ,  t h e  w e l l - k n o w n  t o p o l o g i s t  a n d  a r e s e a r c h  c o n s u l t a n t  

o n  t h e  p r o j e c t ,  v i s i t e d  K e n t  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h  w o r k  a n d  

c o n s u l t a t i o n  d u r i n g  J u l y  a n d  a g a i n  f o r  a w e e k  i n  A u g u s t .  

D o y l e  was q u i t e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  w o r k  o f  g r a d u a t e  s t u d e n t s  

on t h e  p r o j e c t  a n d  c o n s u l t e d  w i t h  t h e m  i n d i v i d u a l l y  d u r i n g  h i s  

v i s i t s .  P r o f e s s o r  D o y l e  w r o t e  t w o  p a p e r s  ( T e c h n i c a l  R e p o r t s  
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Nos. 18 a n d  191,  o n e  f o r  t h e  P r a g u e  S y m p o s i u m  a n d  t h e  o t h e r  

f o r  p u b l i c a t i o n  i n  t h e  I s r a e l  J o u r n a l  o f  M a t h e m a t i c s .  

P r o f e s s o r  J .  G a n i ,  C h a i r m a n  o f  t h e  D e p a r t m e n t  of S t a t i s -  

t i c s ,  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S h e f f i e l d ,  v i s i t e d  K e n t  d u r i n g  J u l y  

f o r  r e s e a r c h  c o n s u l t a t i o n  w i t h  t h e  p r i n c i p a l  i n v e s t i g a t o r .  

R e s e a r c h  a s s o c i a t e  W i l s o n  c o n t i n u e d  o n  t h e  p r o j e c t  t h r o u g h o u t  

t h e  summer w o r k i n g  i n  t h e  f i e l d  o f  i n f o r m a t i o n  t h e o r y  i n  r e l a -  

t i o n  t o  g r a p h  t h e o r y .  G r a d u a t e  s t u d e n t s  W a t t e r s  a n d  E d e l m a n  

w e r e  p a r t i a l l y  s u p p o r t e d  b y  t h e  p r o j e c t  d u r i n g  t h i s  p e r i o d .  

W a t t e r s  w o r k e d  o n  h i s  t h e s i s  r e q u i r e m e n t  f o r  a m a s t e r s  d e g r e e ,  

a n d  E d e l m a n ,  a s e c o n d  y e a r  g r a d u a t e  s t u d e n t  i n  t h e  d e p a r t m e n t ,  

b e g a n  r e s e a r c h  f o r  h i s  t h e s i s  i n  t h e  a r e a  o f  g r a p h  t h e o r y  a n d  

t o p 0  I o g y  . 
D u r i n g  t h e  p e r i o d  f r o m  A u g u s t  15 t o  S e p t e m b e r  12, t h e  

p r i n c i p a l  i n v e s t i g a t o r  a t t e n d e d  p r o f e s s i o n a l  m e e t i n g s  o f  t h e  

I n t e r n a t i o n a l  M a t h e m a t i c a l  C o n g r e s s  a t  Moscow U n i v e r s i t y  a n d  

t h e  " S e c o n d  S y m p o s i u m  o n  G e n e r a l  T o p o l o g y "  h e l d  a t  M a t e m a t i c k ?  

u ' s t a v  C S A  i n  P r a g u e ,  C z e c h o s l o v a k i a .  A t  t h e  P r a g u e  m e e t i n g s  

B h a r g a v a  p r e s e n t e d  a p a p e r  b y  P.  H .  D o y l e  e n t i t l e d  "On F i n i t e  

T o - S p a c e s " .  T h e  p r i n c i p a l  i n v e s t i g a t o r  a l s o  v i s i t e d  t h e  I n -  

s t i t u t e  o f  M a t h e m a t i c a l  S t a t i s t i c s  i n  C o p e n h a g e n ,  D e n m a r k ,  

w h e r e  r e s e a r c h  a s s o c i a t e  C h a t t e r j i  i s  a v i s i t i n g  p r o f e s s o r .  

S e p t e m b e r  16, 1 9 6 6 ' t o  J a n u z r y  15 ,  1 9 6 7 :  A t  t h e  b e g i n n i n ' g  o f  

t h e  f a l l  q u a r t e r  a t  t h e  u n i v e r s i t y ,  g r a d u a t e  s t u d e n t s  E d e l m a n  
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i 
a n d  S m u c k e r  became f u l l t i m e  r e s e a r c h  a s s i s t a n t s  o n  t h e  p r o j e c t .  

B o t h  a r e  s e c o n d  y e a r  g r a d u a t e  s t u d e n t s  i n  t h e  d e p a r t m e n t  a n d  

p l a n  t o  c o m p l e t e  t h e i r  c o u r s e  a n d  t h e s i s  r e q u i r e m e n t s  f o r  

g r a d u a t i o n  w i t h  a m a s t e r s  d e g r e e .  S e v e r a l  o t h e r  g r a d u a t e  s t u -  

d e n t s  h a v e  e x p r e s s e d  i n t e r e s t  i n  t h e  r e s e a r c h  o f  t h e  p r o j e c t  

a n d  t h e  s u p e r v i s i o n  i t  p r o v i d e s .  D r .  D .  L .  F i s k  o f  N o r t h -  

w e s t e r n  U n i v e r s i t y  v i s i t e d  K e n t  i n  O c t o b e r  a n d  a g a i n  i n  Decem- 

b e r  f o r  r e s e a r c h  c o n s u l t a t i o n  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  p r o j e c t .  

F i s k  w i l l  r e c e i v e  p a r t i a l  s u p p o r t  f r o m  t h e  p r o j e c t  d u r i n g  t h e  

summer a n d  i s  e x p e c t e d  t o  j o i n  t h e  f a c u l t y  o f  t h e  m a t h e m a t i c s  

d e p a r t m e n t  a t  K e n t  b e g i n n i n g  f a l l  q u a r t e r  o f  1 9 6 7 .  P r o f e s s o r  

B y r o n  M c C a n d l e s ,  t o p o l o g i s t  a n d  p r o f e s s o r  i n  t h e  d e p a r t m e n t ,  

h a s  e x p r e s s e d  a n  i n t e r e s t  i n  t h e  p r o j e c t  w o r k ,  a s  h a s  D r .  J .  0 .  

B a t t ,  v i s i t i n g  p r o f e s s o r  f r o m  H e i d e l b e r g  U n i v e r s i t y .  B o t h  w i l l  

p o s s i b l y  r e c e i v e  p a r t i a l  s u p p o r t  d u r i n g  p a r t  o f  t h e  summer t e r m .  

D r .  C h a t t e r j i  w i l l  v i s i t  d u r i n g  t h e  summer s u p p o r t e d  b y  t h e  

d e p a r t m e n t  a t  w h i c h  t i m e  h e  w i l l  t e a c h  o n e  o r  m o r e  g r a d u a t e  

c o u  r s e s .  

A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  p l a n s  a r e  b e i n g  made f o r  a S y m p o s i u m  

on S t a t i o n a r y  S t o c h a s t i c  P r o c e s s e s  t o  b e  h e l d  a t  K e n t  d u r i n g  t h e  

summer o f  1 9 6 7 .  S e v e r a l  w e l l - k n o w n  m a t h e m a t i c i a n s  a n d  s t a t i s -  

t i c i a n s  h a v e  e x p r e s s e d  p l a n s  t o  a t t e n d  t h e  s y m p o s i u m ,  among 

whom a r e  P r o f e s s o r  P .  R.  M a s a n i ,  o f  I n d i a n a  U n i v e r s i t y ;  P r o f e s s o r  

J .  G a n i ,  o f  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S h e f f i e l d ;  P r o f e s s o r  V .  S .  M a n d r e k a r ,  

- 9 -  



of the University o f  Minnesota; a n d  Professor H .  Salehi, of 

Michigan State University. 

The principal investigator, jointly with D. L .  Fisk, 

has plans to submit a n  invited research paper for presentation 

at the International Statistical Institute meetings i n  Australia 

in  August-September, 1967. 



I l l .  CURRENT R E S E A R C H  A C T I V I T I E S  

M o s t  o f  t h e  c u r r e n t  r e s e a r c h  a c t i v i t i e s  r e m a i n  t h e  same 

a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  S e m i a n n u a l  S t a t u s  R e p o r t  No. 5 .  A t  p r e s e n t  

m o s t  o f  t h e  r e s e a r c h  w o r k  d o n e  u n d e r  t h e  s p o n s o r s h i p  o f  t h e  

r e s e a r c h  g r a n t  i s  b e i n g  p u t  i n t o  a somewha t  s e m i f i n a l  f o r m  so 

t h a t  w i t h i n  t h e  c o m i n g  a c a d e m i c  y e a r  i t  w i l l  b e  p o s s i b l e  t o  

s u b m i t  a c o m p l e t e  r e p o r t  o f  t h e  r e s e a r c h  p r o j e c t .  Many p i e c e s  

o f  w o r k  a r e  i n  t h e  p r o c e s s  o f  b e i n g  p u b 1  i s h e d  o r  a r e  r e a d y  t o  

b e  s u b m i t t e d  f o r  p u b l i c a t i o n .  A l l  o f  t h e s e  w i l l  b e  d e s c r i b e d  

i n  d e t a i l  i n  o u r  n e x t  t w o  S e m i a n n u a l  r e p o r t s .  Some o f  t h e  new 

r e s e a r c h  w h i c h  h a s  b e e n  u n d e r t a k e n  r e c e n t l y  i s  d e s c r i b e d  b e l o w  

w i t h  t h e  names o f  t h e  p e r s o n s  m o s t  i n t e r e s t e d  i n  t h a t  w o r k .  

I .  C o v e r e d  S p a c e s  [ B h a r g a v a ,  D o y l e ,  E d e l m a n ]  

B y  a c o v e r e d  s p a c e  ( X ,  I f )  i s  m e a n t  a n o n e m p t y  s e t  X a n d  a 

c o l l e c t i o n  ff o f  s u b s e t s  o f  X ( c a l l e d  o p e n  s e t s )  s u c h  t h a t  t h e  

u n i o n  o f  a l l  s e t s  H b e l o n g i n g  t o  ff e q u a l s  X .  T h e  m a i n  p r o b l e m  

c o n s i d e r e d  i n  t h i s  a r e a  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  e x t e n t  t o  w h i c h  

c o v e r e d  s p a c e s  may b e  r e g a r d e d  a s  m e a n i n g f u l  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  

t o p o l o g i c a l  s p a c e s .  A p o i n t  x i n  X i s  s a i d  t o  be a l i m i t  p o i n t  

o f  a s u b s e t  E o f  X i f  e v e r y  member o f  ff w h i c h  c o n t a i n s  x h a s  a 

n o n e m p t y  i n t e r s e c t i o n  w i t h  E - x .  We d e f i n e  t h e  d e r i v e d  s e t  E '  

t o  b e  t h e  s e t  o f  a l l  t h e  l i m i t  p o i n t s  o f  a s e t  E, a n d  we s a y  a 
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s e t  i s  c l o s e d  i f  i t  c o n t a i n s  a l l  i t s  l i m i t  p o i n t s ,  We d e f i n e  

t h e  c l o s u r e  o f  a s e t  E t o  b e  t h e  u n i o n  o f  t h a t  s e t  w i t h  i t s  

d e r i v e d  s e t .  F i n a l l y  we d e f i n e  t h e  i n t e r i o r  o f  a s e t  E t o  b e  

t h e  c o m p l e m e n t  o f  t h e  c l o s u r e  o f  t h e  c o m p l e m e n t  o f  t h e  s e t :  

I n t  ( E )  = X - X - E  . I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  show t h a t  t h e s e  

t h r e e  o p e r a t i o n s  ( d e r i v e d  s e t ,  c l o s u r e ,  i n t e r i o r )  s a t i s f y  

n e a r i y  a i  i o f  t h e  e l e m e n t a r y  p r o p e r t i e s  w h i c h  a r e  t r u e  o f  t h e  

- 

. c o r r e s p o n d i n g  o p e r a t i o n s  d e f i n e d  o n  t o p o l o g i c a l  s p a c e s .  I n  

p a r t i c u l a r ,  e a c h  o p e r a t i o n  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  a 

t h e o r e m  f r o m  t o p o l o g y ,  w h i c h  s t a t e s  t h a t  t h i s  o p e r a t i o n  o n  

s u b s e t s  o f  X d e t e r m i n e s  a u n i q u e  t o p o l o g y  o n  X i n  w h i c h  t h i s  

i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o p e r a t i o n  f o r  t h e  t o p o l o g y .  

T h e  m o s t  f u n d a m e n t a l  d i f f e r e n c e  s o  f a r  d i s c o v e r e d  b e t w e e n  

c o v e r e d  a n d  t o p o l o g i c a l  s p a c e s  i s  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  o p e n  s e t s ,  

or members o f  t h e  c o l l e c t i o n  o f  s u b s e t s  o f  X .  I t  h a s  b e e n  

shown t h a t  t h e  c o m p l e m e n t  o f  e v e r y  u n i o n  o f  o p e n  s e t s  ( a n d  

h e n c e ,  o f  e v e r y  s i n g l e  open  s e t )  i s  c l o s e d ,  b u t  t h e  m o s t  we c a n  

s a y  a b o u t  t h e  c o m p l e m e n t  o f  a c l o s e d  s e t  i s  t h a t  i t  i s  t h e  

u n i o n  o f  o p e n  s e t s ,  w h i c h  i t s e l f  may n o t  b e l o n g  t o  H .  T h i s  

d i s t i n c t i o n  i s  i n  e s s e n c e  t h e  r e a s o n  t h a t  t h e  i n t e r i o r  o f  a s e t  

E i s  n o t  an  o p e n  s e t  a n d  h e n c e  c a n n o t  b e  c h a r a c t e r i z e d  a s  t h e  

l a r g e s t  o p e n  s e t  c o n t a i n e d  i n  E .  H o w e v e r ,  c l o s e d  s e t s  b e h a v e  

v e r y  s i m i l a r l y  t o  t h e  c l o s e d  s e t s  o f  a t o p o l o g i c a l  s p a c e ,  a n d  

i t  i s  i n  f a c t  p o s s i b l e  t o  c h a r a c t e r i z e  t h e  c l o s u r e  o f  a s e t  E 
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a s  t h e  s m a l l e s t  c l o s e d  s e t  c o n t a i n i n g  E .  

I n v e s t i g a t i o n  i s  c o n t i n u i n g  a l o n g  t h e s e  l i n e s  w i t h  t h e  

i n t e n t i o n  o f  i n t r o d u c i n g  s u c h  c o n c e p t s  a s  c o n t i n u i t y ,  s e p a r a -  

t i o n ,  a n d  o t h e r  i d e a s  w h i c h  may a l l o w  s i g n i g i c a n t  r e s u l t s  t o  

b e  o b t a i n e d .  

2. E x t e n s i o n  o f  R i e m a n n i a n  G e o m e t r y  [ Z a u s t  i n s k y ]  

S e v e r a l  a p p r o a c h e s  t o  t h e  q u e s t i o n  o f  e x t e n d i n g  t h e  r e s u l t s  o f  

R i e m a n n i a n  g e o m e t r y  t o  m o r e  g e n e r a l  s p a c e s  a r e  b e i n g  i n v e s t i -  

g a t e d  w i t h  s p e c i a l  i n t e r e s t  i n  p r o b l e m s  o f  a q u a l i t a t i v e  o r  

g l o b a l  c h a r a c t e r  a n d  w h i c h  a r e ,  t h e r e f o r e ,  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  

g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n s .  S i n c e  i t  i s  

known t h a t  a s u f f i c i e n t l y  r e g u l a r  s p a c e  m u s t  b e  R i e m a n n i a n  

( f o r  i n s t a n c e ,  F .  W .  W a r n e r  h a s  shown t h a t  d i f f e r e n t i a b i l i t y  

o f  t h e  m e t r i c  o f  a F i n s l e r  s p a c e  i m p l i e s  t h a t  i t  i s  R i e m a n n i a n ) ,  

i t  i s  n a t u r a l  t o  t r y  t o  w o r k  i n  t h e  a b s e n c e  o f  d i f f e r e n t i a b i l -  

i t y  h y p o t h e s e s .  We p r o c e e d  t o  d e s c r i b e  a n u m b e r  o f  r e s u l t s  

a l r e a d y  o b t a i n e d  a n d  t o  i n d i c a t e  r e l a t e d  p r o b l e m s  w i t h  w h i c h  

we a r e  now p r i m a r i l y  c o n c e r n e d .  

A G - s p a c e  i s  a c o m p l e t e  m e t r i c  s p a c e  w h i c h  s a t i s f i e s  

a d d i t i o n a l  h y p o t h e s e s  w h i c h  g u a r a n t e e  t h e  e x i s t e n c e  o f  g e o d e s i c s  

w i t h  t h e  u s u a l  p r o p e r t i e s .  A n a t u r a l  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h e o r y ,  

n o t  p r e v i o u s l y  c o n s i d e r e d ,  i s  t h e  t r e a t m e n t  o f  c o n j u g a t e  a n d  

c u t - p o i n t s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  d i f f e r e n t i a b i  I i t y  h y p o t h e s e s .  I f  

I 
i 
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p i s  a p o i n t  o f  a G - s p a c e  R, a c u t - p o i n t  o f  p a l o n g  a g e o d e s i c  

b e g i n n i n g  a t  p c a n  b e  d e f i n e d  e x a c t l y  a s  i n  t h e  d i f f e r e n t i a b l e  

c a s e .  To d e f i n e  a c o n j u g a t e - p o i n t ,  l e t  K ( p )  b e  a s u f f i c i e n t l y  

s m a l l  s p h e r e  w i t h  c e n t e r  p ( i . e . ,  a s e t  ( x  E R I d ( p , x )  = € 1 ,  

f o r  some E > 0 ) .  T h e n  K x [ O , + m )  c a n  b e  mapped i n t o  R b y  t h e  

o b v i o u s  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  u s u a l  e x p o n e n t i a l  map a n d  a 

c o n j u g a t e - p o i n t  c a n  b e  d e f i n e d  a s  a s i n g u l a r i t y  o f  t h i s  map 

( i . e . ,  a p o i n t  w h e r e  t h e  map i s  n o t  l o c a l l y  i n j e c t i v e ) .  Among 

o u r  r e s u l t s  o b t a i n e d  so f a r ,  a r e  t h e  t h e o r e m  t h a t  a g e o d e s i c  

m i n i m i z e s  a r c l e n g t h  l o c a l l y  up  t o  t h e  f i r s t  c o n j u g a t e - p o i n t ,  a s  

w e l l  a s  many o f  t h e  q u a l i t a t i v e  r e s u l t s  o f  t h e  c l a s s i c a l  t h e o r y ,  

a s  d e v e l o p e d  b y  M y e r s ,  W h i t e h e a d ,  K I  i n g e n b e r g ,  a n d  o t h e r s ,  

d e s c r i b i n g  t h e  c u t  a n d  c o n j u g a t e  l o c i .  T h e  q u e s t i o n  w h e t h e r  

a g e o d e s i c  c e a s e s  t o  m i n i m i z e  a c r l e n g t h  a f t e r  t h e  f i r s t  c o n j u -  

g a t e - p o i n t  a p p e a r s  t o  b e  much m o r e  d i f f i c u l t  a n d  r e m a i n s  o p e n .  

A n o t h e r  l i n e  o f  i n v e s t i g a t i o n  c o n c e r n s  t h e  i m p l i c a t i o n s  

o f  r e s t r i c t i o n s  o n  t h e  c u r v a t u r e  f o r  t h e  t o p o l o g i c a l  c h a r a c t e r  

o f  t h e  s p a c e .  Kann h a s  i n t r o d u c e d  t h e  n o t i o n  o f  c u r v a t u r e  

g r e a t e r  t h a n  a c o n s t a n t  K f o r  a t w o - d i m e n s i o n a l  G - s p a c e  a n d  

p r o v e d  t h e  T h e o r e m  o f  B o n n e t  t h a t  a t w o - d i m e n s i o n a l  s p a c e  w i t h  

c u r v a t u r e  g r e a t e r  t h a n  K > 0 i s  c o m p a c t .  We h a v e  o b t a i n e d  m o s t  

o f  t h e  r e s u l t s  c o m p l e m e n t a r y  t o  t h o s e  o f  K a n n  ( f o r  i n s t a n c e ,  t h e  

T h e o r e m  o f  P o g o r e l o v  t h a t  t h e  s h o r t e s t  c l o s e d  g e o d e s i c  i n  a 

s i m p l y  c o n n e c t e d  s p a c e  w i t h  c u r v a t u r e  l e s s  t h a r i  o r  e q u a l  t o  L, 
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h a s  l e n g t h  a t  l e a s t  e q u a l  t o  2 n / L  1 b u t ,  u n f o r t u n a t e l y ,  m o s t  

o f  o u r  r e s u l t s  o f  t h i s  t y p e  a r e  r e s t r i c t e d  t o  d i m e n s i o n  2 .  

An i m p o r t a n t  o p e n  p r o b l e m  i s  t h e r e f o r e  t o  f i n d  a b e t t e r  d e f i -  

n i t i o n  o f  c u r v a t u r e  w h i c h  w i l l  p e r m i t  c a r r y i n g  o v e r  t h i s  t y p e  

o f  r e s u l t  t o  h i g h e r  d i m e n s i o n s .  

I n  a q u i t e  d i f f e r e n t  d i r e c t i o n ,  we h a v e  a t t e m p t e d  t o  

t r e a t  F i n s i e r  s p a c e s  w i i h  t h e  u s u a i  a i f f e r e n i i a b l  i i t y  h y p o -  

t h e s e s  b y  means o f  a p p r o x i m a t i o n  b y  means o f  R i e m a n n i a n  s p a c e s .  

I n  t h i s  way,  we h a v e  b e e n  a b l e  t o  e x t e n d  t h e  f o l l o w i n g  v e r y  

d e e p  T h e o r e m  o f  L b w n e r  t o  t w o - d i m e n s i o n a l  F i n s l e r  s p a c e s :  

L b w n e r ' s  T h e o r e m  s t a t e s  t h a t  i f  1 i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s h o r t e s t  

c l o s e d  g e o d e s i c  o n  a t w o - d i m e n s i o n a l  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  R o f  

t h e  t o p o l o g i c a l  t y p e  o f  t h e  t o r u s ,  t h e n  l2 5- - 2 / 4 7  A ,  w h e r e  

A i s  t h e  a r e a  o f  R. F u r t h e r m o r e ,  t h e  e q u a l i t y  c a n  o n l y  h o l d  

i f  R i s  a c e r t a i n  i d e n t i f i c a t i o n  s p a c e  o f  t h e  p l a n e .  S e v e r a l  

i n t e r e s t i n g  q u e s t i o n s  r e l a t e d  t o  t h e  L i j w n e r  T h e o r e m  r e m a i n  

o p e n .  T h e  f i r s t  h a s  t o  do w i t h  t h e  a p p r o x i m a t i o n  b y  means o f  

R i e m a n n i a n  s p a c e s .  We u s e  a q u a d r a t i c  f o r m  F o n  t h e  s p a c e ,  

d e f i n e d  b y  means o f  t h e  F i n s l e r  m e t r i c ,  w h i c h  we a r e  o n l y  a b l e  

t o  show i s  c o n t i n u o u s .  O u r  p r o o f  t h e n  d e p e n d s  o n  a d i f f e r e n t i -  

a b l e  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  q u a d r a t i c  f o r m  F .  Q u e s t i o n :  I s  F 

a c t u a l l y  d i f f e r e n t i a b l e  a n d ,  t h e r e f o r e ,  a l r e a d y  R i e m a n n i a n ,  i n  

f a c t ?  B u t  much m o r e  i n t e r e s t i n g  i s  t h e  q u e s t i o n  o f  f i n d . i n g  

a n y  g e n e r a l i z a t i o n  o f  LCSwner's T h e o r e m  t o  h i g h e r  d i m e n s i o n s .  
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We h a v e  b e e n  w o r k i n g  o n  t h e  f o l l o w i n g  C o n j e c t u r e :  C o n s i d e r  a 

R i e m a n n i a n  m e t r i c  o n  t h e  4 - t o r u s  T . L e t  S b e  t h e  s m a l l e s t  4 

2 - d i m e n s i o n a l  h o m o l o g y  c l a s s  a n d  V t h e  v o l u m e  o f  t h e  t o r u s .  

T h e n ,  S 2  - kV, w h e r e  k i s  a c o n s t a n t  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  

R i e m a n n i a n  m e t r i c .  F u r t h e r m o r e ,  e q u a l i t y  c a n  h o l d  o n l y  f o r  a 

c e r t a i n  i n d e n t i f i c a t i o n  s p a c e  o f  t h e  e u c l i d e a n  s p a c e  E 4  w i t h  

t h e  u s z a !  f ! a t  m e t r i c .  

O u r  m o s t  i m m e d i a t e  r e s e a r c h  i n t e r e s t s  a r e ,  o f  c o u r s e ,  I 
c o n c e r n e d  w i t h  p u t t i n g  o u r  r e s u l t s , o b t a i n e d  s o  f a r  i n t o  p u b -  

l i s h a b l e  f o rm.  A t  t h e  moment,  we a r e  t h i n k i n g  i n  t e r m s  o f  

o r g a n i z i n g  t h e m  i n t o  t h r e e  p a p e r s :  I )  T h e  t r e a t m e n t  o f  c o n j u -  
, 

g a t e  a n d  c u t - p o i n t s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  d i f f e r e n t i a b i l i t y  

h y p o t h e s e s ,  2 )  S p a c e s  w i t h  p o s i t i v e  c u r v a t u r e ,  a n d  3 )  T h e  

a p p r o x i m a t i o n  o f  F i n s l e r  m e t r i c s  b y  means  o f  R i e m a n n i a n  m e t r i c s .  

3. M a x i m a l  F G n c t l o n s  a v e r  P a r t i t i o n s  [ B h a r g a v a ,  C h a t t e r j i ,  S m u c k e r l l  

An o r d e r e d  p a r t i t i o n  o f  l e n g t h  k o f  t h e  p o s i t i v e  i n t e g e r  n i s  

d e f i n e d  t o  b e  a n  o r d e r e d  k - t u p l e  o f  p o s i t i v e  i n t e g e r s  whose  sum 

i s  n ,  n 2 - k -- 2 ;  a n d  t h e  s e t  o f  a l l  o r d e r e d  p a r t i t i o n s  o f  l e n g t h  

k o f  t h e  p o s i t i v e  i n t e g e r  n w i l l  b e  d e n o t e d  b y  IT:. 

m e n t  II i n  r,k i s  g i v e n  b y  IT = ( x l ,  x 2 ,  . . . , x k ) ,  t h e  n u m b e r  
k - j  

C ( I I , ~ )  i s  d e f i n e d  b y  C ( I T , ~ )  = C x i  x i + l  . . . x i + j ,  w h e r e  j 
i = l  

i s  a n  i n t e g e r  s u c h  t h a t  I < j k - I .  The  n u m b e r  u i s  d e f i n e d  

t o  b e  u = max C ( n , j ) .  I t  i s  p r o p o s e d  t o  f i n d  a n  e x p l i c ' i t  

I f  a n  e l e -  

j - _- - 

j 
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u i n  t e r m s  o f  k ,  n a n d  j .  n ’  j f o r m u l a  f o r  I T E I T  

F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  j = I ,  w h i c h  e s s e n t i a l l y  a r o s e  f r o m  

c e r t a i n  w o r k  o f  S .  D .  C h a t t e r j i ,  u l  h a s  b e e n  f o u n d  b y  A .  M e i r  

( U n i v e r s i t y  o f  A l b e r t a )  t o  b e  

= 2, 3 

B r a c k e t s  d e n o t e  t h e  g r e a t e s t  i n t e g e r  f u n c t i o n ,  T h e  c a s e  j 2 2 I 
i s  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  

F u r t h e r m o r e ,  i f  t h e  v a r i a b l e s  x I ,  x2,  . - , x k  a r e  

p e r m i t t e d  t o  b e  n o n - n e g a t i v e  r e a l  n u m b e r s  i n s t e a d  o f  p o s i t i v e  

i n t e g e r s ,  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n s  a l l  s t i l l  h a v e  m e a n i n g .  I t  i s  

p r o p o s e d  t o  f i n d  0 a s  a f u n c t i o n  o f  k ,  n a n d  j i n  t h i s  c a s e  

a l s o .  

I 

j 
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Resume : Eugene M .  Z a u s t i n s k y  I 
( C o n s u  I t a n t - v i s i t o r )  I 

D a t e  a n d  P l a c e  o f  B i r t h :  O c t o b e r  19, 1926;  B a t t l e  C r e e k ,  M i c h i g a n  

E d u c a t i o n  E x p e r i e n c e :  
D e g r e e s :  I n s t i t u t i o n :  

I 
U n i v e r s i t y  o f  C a !  ifernla ( L e s  A n g e l e s l  i B.A. 

M . A .  

Ph.D. 

T e a c h i n g  a n d  T r a i n i n g :  

U n i v e r s i t y  o f  S o u t h e r n  C a l  i f o r n i a  

U n i v e r s i t y  o f  S o u t h e r n  C a l i f o r n i a  

A s s i s t a n t  P r o f e s s o r  San J o s e  S t a t e  C o l l e g e ,  C a l i f o r n i a  
( 1 9 5 7 - 1 9 5 8 )  

A s s i s t a n t  P r o f e s s o r  U n i v e r s i t y  o f  C a l i f o r n i a  ( S a n t a  
( 1 9 5 8 - 1 9 6 1 )  B a r b a r a )  

A s s i s t a n t  R e s e a r c h  U n i v e r s i t y  o f  C a l i f o r n i a  ( B e r k e l e y )  
M a t h e m a t i c i a n  ( 1 9 6 1 - 1 9 6 3 )  

A s s o c i a t e  P r o f e s s o r  S t a t e  U n i v e r s i t y  o f  New Y o r k  
( 1 9 6 3 -  1 ( S t o n y  B r o o k )  

F i e l d  o f  I n t e r e s t :  D i f f e r e n t i a l  g e o m e t r y  

P a p e r s :  " S p a c e s  w i t h  N o n - s y m m e t r i c  D i s t a n c e " ,  
M e m o i r s  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y ,  
1 9 5 9 .  

" E x t r e m a 1  s o n  C o m p a c t  E - S u r f a c e s " ,  
T r a n s a c t i o n s  o f  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  
S o c i e t y ,  ( 1 9 6 2 ) .  

" G  - S  u r f a c e s  w i t h P o s  i t i v e  Cu r v a  t u r e " ,  
t o  a p p e a r .  
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